Arnold Kirsch

Zur Behandlung von Wachstumsprozessen und Exponentialfunktionen
1

in der Unter- und Oberstufe

Vorbemerkungen

Reale Wachstumsprozesse der verschiedensten Art werden zur Zeit

in der Offentlichkeit vielfdltig diskutiert. In der Tat spielen
Wachstumsprozesse - wie auch Zerfallsprozesse - in Natur- und
Wirtschaftswissenschaften und allgemein fiir das Umweltverstidndnis
eine wichtige Rolle, so daB die, solche Prozesse beschreibenden
Exponentialfunktionen von groBer Bedeutung sind. Fiir einen zeit-
gemdBen Mathematikunterricht sind die Exponentialfunktionen zweifel-
los wichtiger als die Logarithmusfunktionen, insbesondere da deren
Bedeutung als Rechenhilfe wegen des Vordringens der Taschenrechner
praktisch weggefallen ist.

Bisher behandelt man im Unterricht (wohl nicht nur bei uns in der
Bundesrepublik) Zinseszinsrechnung, geometrische Folgen und Expo-

nentialfunktionen weitgehend isoliert voneinander und ohne

ernsthafte Anwendungsbeziige. Demgegeniiber plddiere ich filir eine

Behandlungsweise, die beziehungshaltig ist, im Sinne der Aus-

fihrungen von H. Freudenthal in seinem bekannten Buch, und die

den Schiiler zu einem verstdndigen Umgang mit Exponentialfunktionen

in den verschiedensten Situationen befdhigt.

Keinesfalls darf die Einfihrung der Exponentialfunktionen den
obersten Klassen des Gymnasiums vorbehalten bleiben! Vielmehr

sollen alle Schiiler schon frilhzeitig eine angemessene Vorsstel-

lung von der GesetzmédBigkeit des exponentiellen Wachstums erwerben.

L Vortrag am 29.9.1977 auf dem "Symposion fiir Schulmathematik"

des IX. Osterreichischen Mathematikerkongresses in Salzburg. -
Der Vortrag stiitzt sich auf die Publikationen:

A. Kirsch, Vorschldge zur Behandlung von Wachstumsprozessen

und Exponentialfunktionen im Mittelstufenunterricht, DAM 4 (1976),
Heft 2, S. 257-284; W. Blum und A. Kirsch, Elementare

Behandlung der Exponentialfunktionen in der Differentialrechnung,
DAM 5 (1977), Heft 4. Dort sind auch weitere Literaturhinweise
angegeben.
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Diese Vorstellung soll Schritt fiir Schritt ausgebaut werden; sie
soll den Schiiler offen halten fiir abschlieBende begriffliche Prdzi-
sierungen, die naturgemdB erst in den beiden letzten Klassen des

Gymnasiums gegeben werden konnen. Ein solches Vorgehen entspricht

dem Spiralprinzip der Curriculumtheorie, wie es besonders von J.S.

Bruner betont worden ist.
Wir Lehrer haben dabei die Aufgabe, den Zugang zu dem als schwie-

rig geltenden Gegenstand so weit wie mdglich zu vereinfachen -

nicht nur im Hinblick auf die Schiiler der Hauptschule, die ich
durchaus mit im Sinn habe, sondern auch fiir die Gymnasiasten, von
denen ja nur wenige Mathematiker werden wollen. Dabei missen wir

uns aber vor Verfdlschung hiiten, wie sie z.B. schon mit einer

gedankenlosen Anwendung der einfachen Zinsrechnung zur Beschrei-
bung von Kapitalvermehrungen gegeben ist.

Im folgenden mache ich eine Reihe von konkreten Vorschldgen, die
legitime Vereinfachungen beinhalten, so: Aktivitdten mit dem
Taschenrechner, Anlegen von Tabellen vor der Benutzung von Formeln,

verbale statt formale Fassung der Funktionalgleichung, Ausgliede-

rung von Existenznachweisen.
Bevor ich dies ausfilhre, mdchte ich kurz einige fachdidaktische

Gesichtspunkte explizieren, die bereits mit den einfiihrenden Be-

merkungen angesprochen wurden und uns im folgenden leiten werden:

- Anwendungsbezug , allgemeiner: Beziehungshaltigkeit ( im Sinne von

H. Freudenthal1):als eine Zielvorstellung und als einen Ge-

sichtspunkt fiir die Rechtfertigung des Mathematikunterrichts;
- Spiralprinzip (betont von J.S. Brunerz; und speziell fiir den Mathe-

matikunterricht von E. Wittmanns: als ein Verfahren zur

Konstruktion von Lehrgingen ("Curricula");
- Einsatz addquater Darstellungsweisen ("Reprdsentationsmodi" nach
J.S. Bruner): als ein methodisches Hilfsmittel filir das Zugdng-

lichmachen mathematischer Gegenstinde, insbesondere auf friiher

Stufe, im Sinne des Spiralprinzips.
So hoffe ich, daB dieser Vortrag nicht nur einige konkrete An-
regungen fiir Thren Unterricht gibt, sondern auch den Wert be-
wuBter fachdidaktischer tberlegungen filr den praktizierenden
Lehrer deutlich macht.

1 H. Freudenthal, Mathematik als p&dagogische Aufgabe, Band 1,
Klett, Stuttgart 1973.

2 J.S. Bruner, Der ProzeB der Erziehung. Schwann, Diisseldorf 1970.

3 E. wWittmann, Grundfragen des Mathematikunterrichts. Vieweg,
Braunschweig 1974.
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Erste bis vierte Klasse (Unterstufe des allgemeinbildenden

hdheren Schulwesens in Osterreich)

Im Sinne des Spiralprinzips beginne ich mit der ersten und zweiten
Klasse (5. und 6. Schuljahr):

Die bekannte Aufgabe zum Wachstum einer Wasserrose - vielleicht

zeitgemdBer formuliert fir das Algenwachstum infolge libermdBiger
Phosphatabfdlle einer Fabrik - wird nicht wie bisher als isoliertes
Kuriosum behandelt ("Scherzfrage": Nach wieviel Tagen ist die
Hilfte des Sees bedeckt?). Vielmehr vermittelt sie ausbaufdhige

Vorerfahrungen.
Datum Fldche
35?;;;— L 1 dm
weiter 2. 2
3 4
4. 8
5 16
6. 32
7 o 64
8 128
9. 256
10. 512
11 . 1024
Fig. 1 12. 20438
Die Schiiler prdgen sich die Zweierpotenzen bis 210 = 1024 ein.

Sie legen eine Wertetafel an. Dabei begegnet ihnen zum ersten

Mal die Grundregel oder Grundeigenschaft des exponentiellen

Wachstums:

(I) 2Zu gleichlangen Zeiten gehdrt immer der gleiche Wachstums-
faktor.

So gehdrt zu einer Zeitspanne von 3 Tagen immer der Faktor 8, zu
10 Tagen immer der Faktor 1024 (s~ 1000). Damit 148t sich die Tabelle

leicht auch weiter fortsetzen.

Das Beispiel zeigt zugleich, daB sich schon auf dieser Stufe stetige,
also nicht sprunghaft verlaufende Wachstumsprozesse behandeln
lassen. "Sprunghaft' ist hier nur die Beschreibung, nicht das

Wachstum selbst! Ebenso wie die sprunghafte Beschreibung bedeutet
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ibrigens die Beschrdnkung auf Zweierpotenzen keine Verfdlschung;

man kann ja auch bei beliebigen stetigen exponentiellen Wachstums-
prozessen durch die Einfiihrung von Verdoppelungszeiten zu Zweier-
potenzen als Wachstumsfaktoren iibergehen. Hier wird also filir spdter

nichts "verbaut".

Weiter erinnere ich an die beriihmte Schachbrettaufgabe. Zu ihrer

iberschlagsmdBigen L8sung brauchen die Schiiler nur eine Tabelle
anzulegen und die Grundregel (I) anzuwenden, wobei sie noch 1024
durch 1000 ersetzen. Das Weitergehen um 10 Felder bewirkt dann

immer ein Anhdngen von drei Nullen an die Kd&rnerzahl.

Feld Nr. Ungefdhre Anzahl der Kdrner

10 Felder
weiter g ! 1 N - 1000
g 11 1 000 £ .
21 1000 000 &
4 31 1 000 000 000 &
6 41 1 000 000 000 000 & "
é 51 1 000 000 000 000 000 S
3 Felder Z_ 61 1 000 000 000 000 000 000K
Fig. 2 weiter '\, 64 8 000 000 000 000 000 000 g"x

An weitere, zur Behandlung in der 1. oder 2. Klasse geeignete
Wachstumsprozesse erinnere ich nur durch Stichworte: Anzahl von
Einzellern bei sukzessiver Teilung; Anzahl der Vorfahren; Weiter-
erzihlen eines Gerilichts. Auch hierbei k&nnen sehr groBe Zahlen
auftreten, die aber von den kleinen Schiilern wie in den beschrie-
benen Beispielen bewdltigt werden, mittels der Faustregel "Zehnmal

hintereinander verdoppeln bedeutet vertausendfachen".

In der dritten und vierten Klasse (7. und 8. Schuljahr) werden die

Schiiler heutzutage mit der Verkettung von Bruchoperatoren und mit

der Prozentrechnung als Teil der Bruchrechnung vertraut gemacht.

Dies erméglicht schon hier eine addquate Beschreibung von exponen-

tiellen Wachstumsprozessen mittels prozentualer Wachstumsraten.

Entscheidend dafiir ist die Einsicht, daB Prozentangaben multipli-
kativen Charakter haben. Das "Wachsen um p %" bedeutet nur schein-
bar eine additive Operation, wie es die Schreib- bzw. Sprechweisen

"p % dazu" oder "plus p%" suggerieren. In Wirklichkeit wird hierbei
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auf die Ausgangsgrdfe der multiplikative Operator -(1-+1ﬁ%r)

angewandt. Die richtige Interpretation von Prozentangaben erfordert
also vom Schiiler die Fahigkeit des tlbersetzens, gemdB der {ber-

setzungsregel:

"wichst um p %" bedeutet "multipliziert sich mit dem Faktor 11—786"-
(Dieser Faktor ist auch bei Zerfallsprozessen, also negativem p,
eine positive Zahl, aber kleiner als 1.)

Hiermit ist ein Lernziel von zentraler Bedeutung angesprochen, das
gegenwdrtig weder geniigend betont noch gar durchgdngig erreicht
wird (auch nicht im Gymnasium), und das womdglich durch die Ver-
breitung von Taschenrechnern mit Prozent-«Taste erst recht ge-

fahrdet ist.

Fiir das Umgehen mit Wachstumsfaktoren ist weiter die Einsicht
wichtig:

"wichst um p%, dann um g%" bedeutet nicht "wdchst um (p+g) &".

Vielmehr erhidlt man den richtigen Prozentsatz mittels Verketten
der betreffenden Operatoren. Diese Einsicht braucht man den
Schiilern der 3. Klasse heute (dank der Operatormethode in der
Bruchrechnung) nicht mehr vorzuenthalten. Aus ihr folgt fir
Wachstumsprozesse, die der Grundregel geniigen: zur n-fachen Zeit
gehdrt nicht n-faches (prozentuales) Wachstum. In diesem Sinne

bilden also die Wachstumsprozesse ein Gegenbeispiel zum Begriff

der Proportionalitdt. Dies beizeiten im Unterricht klarzustellen,

entspricht auch dem allgemeineren Ziel, das Urteilsvermdgen hinsicht-
lich des Vorliegens bzw. Nicht-Vorliegens von Proportionalitdten
zu schidrfen und einem verbreiteten Proportionalitdts-Irrglauben

entgegenzuwirken.

DemgemdB sollte man die bekannte Regel der einfachen Zinsrechnung

deutlich als Sparkassen-Konvention oder als Regel fiir Uberschlags-

rechnungen bei kleinen Prozentsdtzen und Zeitspannen kennzeichnen.
Proportionalitdt zwischen Zeitspannen und Wachstum ist nicht das

"Elementare", das an den Anfang gehdrt. Vielmehr ist dieser rech-
nerische Ansatz erst dann gerechtfertigt, wenn man den Sachverhalt

anhand von groBen Prozents&tzen und Zeitspannen gekldrt hat.

Statt einem Wachstumsprozess (mit konstanter Wachstumsrate) in

unzulidnglicher Weise mittels Zinsrechnung zu beschreiben, k&nnen

— 91—




Schiiler ihn ganz leicht addquat simulieren, wenn sie iiber einen
Taschenrechner der einfachsten Art verfligen. ZweckmdBig wird

wieder eine Tabelle angelegt. Im folgenden Beispiel ist ein Zer-
fallsprozess mit einer stiindlichen Zerfallsrate von 3% dargestellt.

Man denke etwa an das aktuelle Problem des Abbaus von Giftstoffen.
In diesem Falle gibt man in den Rechner den konstanten Faktor 0,97
ein und multipliziert damit den Anfangswert, dann das Ergebnis,
dann das neue Ergebnis, und so fort. Ein einziger Knopfdruck
liefert jeweils den Wert der Substanzmenge nach einer weiteren
Stunde.

Zeitpunkt Substanzmenge

Mo 10 Uhr 200 mg 2.'Q97
11 194,0 2
12 188,2 .(qg7)6
13 182,5 5
14 177 ,1
15 171,17 2
Fig. 3 16 166,6 2-

Man erkennt als Folgerung aus (I):

(ITa) Zur n-fachen Zeitspanne gehdrt immer die n-te Potenz

des Wachstumsfaktors.

Substantiell hat man hiermit schon die geometrischen Folgen be-

handelt, aber in einer stark handlungsbezogenen statt formalen

Weise.

Auch die sich aufdridngende Frage "Nach wieviel Schritten erfolgt

Halbierung?" 148t sich mit dem Taschenrechner sofort beantworten,

durch Zdhlen der erforderlichen Schritte. Im vorliegenden Beispiel
hat sich nach 23 Stunden die Substanzmenge ungefdhr halbiert;
folglich halbiert sie sich (Grundregel) immer nach 23 Stunden.

Wir kénnen nun die Tabelle wie angegeben fortsetzen und aus ihr
z.B. ablesen, nach welcher Zeit nur noch weniger als 1 g der
Substanz vorhanden ist. Keinesfalls ist also (bei einer stiind-
lichen Zerfallsrate von 3%) die Substanz nach 33 Stunden im

wesentlichen abgebaut!
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Zeitpunkt Ungefdhre Substanzmenge
Mo 10 Uhr 200 mg 2.4
Di 9 100 2
Mi 8 50 g
Do 7 25 3
Fr 6 12,5 2 (':11.')
Sa 5 6,3 2
So 4 3,1 D
Mo 3 1,6 2
Fig. 4 Di 2 0,8 2

Wichtig ist, daB die Schiiler instandgesetzt werden, Probleme
dieser Art selbstindig zu bewdltigen, ohne hdhere Hilfsmittel,

ohne Bemiihung von Fachleuten. Ich sehe darin einen Beitrag zur
Erreichung allgemeiner Lernziele wie "Urteilsvermdgen hinsichtlich
des dem eigenen Verstand Zugdnglichen"; "Befreiung von Wissen-
schaftsgldubigkeit”.

An dieser Stelle, ehe ich zum Oberstufenunterricht ibergehe,

méchte ich einige weitere allgemein-didaktische Bemerkungen ein-

flechten,und zwar zum Thema Reprdsentationsmodi (Darstellungsweisen):

Seit jeher versucht man, mathematische Gegenstdnde durch "Veran-
schaulichen", allgemeiner durch Wechseln des Darstellungsmediums
zugdnglicher zu machen. Heute unterscheidet man bekanntlich mit
J.S. Bruner die Darstellung durch Handlungen (enaktive Reprdsen-
tation), die Darstellung durch Bilder (ikonische Reprédsentation)

und schlieBlich die Darstellung durch gsymbolische Mittel, wobei
wir in der Mathematik, schdrfer als bei Bruner, noch zwischen

sprachlicher und formaler Repridsentation zu unterscheiden haben.
In didaktischen Prinzipien wie dem "prifigurationsprinzip" fordert
man die Verwendung gerade der prdsymbolischen Darstellungsweisen.
Diese ist besonders wichtig im Elementarunterricht; aber auch im
Gymnasium sind derartige methodische Bemiihungen keineswegs iber-
flissiqg.

So arbeiten wir auf enaktivem Niveau, wenn wir bei der Schach-

brettaufgabe reale Getreidek®drner z&hlen und wdgen, oder wenn wir
mit dem Taschenrechner einen Wachstumsprozess "nachspielen"
(simulieren). Die verwendeten Tabellen mit Operatorpfeilen bilden

ein Beispiel fiir ikonische Begriffsreprdsentation. Erst recht gilt

dies fiir den Umgang mit Funktionsgraphen, den wir sehr ausgiebig
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praktizieren wollen. Auf dem symbolischen Niveau hat man sprachliche

und formale Reprdsentation zu unterscheiden. Unsere Grundregel (I)
ist die sprachliche Fassung einer Funktionalgleichung. Die Regel
(ITa) reprdsentiert sprachlich den Begriff der geometrischen Folge.
Geeignete sprachliche Fassungen kdnnen den Zugang durchaus erleich-
tern; zumindest kOnnen verfriihte Formalisierungen ihn erschweren. !
Im folgenden werden wir auch den Ubergang zum formalen Niveau erdr-

tern.

Fiinfte und sechste Klasse (erste beide Jahre der Oberstufe)

In der fiinften Klasse (9. Schuljahr) liefert die Frage nach dem
Wachstumsfaktor, der zur halbierten Zeitspanne gehdrt, eine neue
Motivation fir den Begriff der Quadratwurzel. Im Unterricht hat sich
das falgende Beispiel bewdhrt: "Die Bevdlkerungszahl der Erde ver-

doppelt sich jeweils nach 32 Jahren. Im Jahre 1972 betrug sie

3,8 Millarden. Wie groB wird sie (wenn das so weitergeht) 16 Jahre
spdter, d.h. im Jahre 1988 sein?" Die Schiiler sollten nun nicht in
gedankenlosem Proportionalitdtsdenken mit 1,5 multiplizieren.
Vielmehr erkennen sie mit Hilfe einer Tabelle, daB der gesuchte Faktor
x die Gleichung x2 = 2 erfiillen muB. Die Quadratwurzel wird dann wie
iiblich (ohne Bezugnahme auf das Bevdlkerungsbeispiel) eingefiihrt. -
Die Interpolation geometrischer Folgen wurde {brigens auch im tra-
ditionellen Unterricht behandelt, aber\weitgehend beziehungslos.

Schon aus Griinden der zeitlichen Anordnung des Lehrstoffs konnte

sie nicht zur Motivation des Wurzelbegriffs fruchtbar gemacht

werden.
Jahr Bev6lkerungszahl
1972 3,8 Mrd
32 Jahre 46Q Q-X"
weiter 1988 | l ‘2
46§ 2~x‘
Fig. 5 2004 7,6 Mrd

Damit soll nicht bestritten werden, daB geeignete Formalisierungen
ein wesentliches Element der Mathematik bilden, und daB der Um-
gang mit ihnen durchaus ein Ziel des Mathematikunterricnts ist.
Siehe hierzu auch H.-J. Vollrath, Formeln und Berufsorientierung
im Mathematikunterricht, WPB 27(1975), Heft 9, S. 489-496.
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Allgemein erkennt man nun die Regel

(IIb) Zur halben Zeit gehdrt immer die Quadratwurzel des

Wachstumsfaktors.
Spdtestens an dieser Stelle gehen wi

(im kartesischen Achsenkreuz) von Wachstumsprozessen iber.

Ein Taschenrechner mit

r zur graphischen Darstellung

Quadratwurzeltaste liefert sofort die

eingetragenen 2

wischenpunkte - und auf Wunsch beliebig viele

weitere Zwischenpunkte. Man sieht, wie sich in dieser Weise

jeder Wachstumsprozess, Vvon dem zwei Punkte gegeben sind, ohne

Verwendung von Formeln praktisch beliebig genau darstellen ldBt.

(Sukzessives Halbieren der 7Zeitintervalle; Berechnen des zuge-

hérigen Wachstumsfaktors Jjeweils durch Wurzelziehen.)

5 1

Fig. 6
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Wir nennen nun jede monotone Funktion, die die Grundeigenschaft

(I) hat, eine (exponentielle) Wachstumsfunktion. Dann vermitteln

die beschriebenen Interpolations-Aktivititen wie auch die
Existenz realer Wachstumsprozesse die grundlegende Hberzeugung

(hier in der Ausdrucksweise der Koordinatenebene formuliert):

Durch je zwei Punkte der oberen Halbebene, die auf keiner Paral-

lelen zu einer der Achsen liegen, geht genau eine (exponentielle)

Wachstumsfunktion R - R+, und diese ist bijektiv.

Bei dieser Formulierung werden Stellen und Werte einer Wachstums-

funktion als reelle Zahlen aufgefaBt. Nichtsdestoweniger spreche

ich nach wie vor auch von Zeitpunkten.

Dieser Sachverhalt ist durch das Vorstehende weitgehend be-
grindet, aber noch nicht vollstdndig bewiesen. Trotzdem be-

nutzen wir ihn bewuBt als Grundlage fiir das Folgende. Der Mathe-
matiker bezeichnet ein solches Vorgehen als "axiomatische Ein-
fidhrung". Ich wilrde lieber sagen, daB hier ein Existenz- und
Eindeutigkeitsnachweis, flir den im Augenblick kein Bediirfnis be-
steht, bewuBt ausgegliedert wird, und sehe darin eine legitime

Anwendung des schon genannten Spiralprinzips.

Jetzt, in der sechsten Klasse (10. Schuljahr), wird eine Er-

weiterung des Potenzbegriffs erforderlich: Entweder man de-

finiert wie iiblich Potenzen mit rationalen Exponenten und (an-
deutungsweise ausgefiihrt) mit reellen Exponenten; dann kann man

als Satz beweisen:

Die Wachstumsfunktion durch (0;1) und (1;b) hat an der Stelle
r € R den Wert bF.

Oder man benutzt diesen Sachverhalt (Fig. 7) zur Definition
von b¥ fir r € R.

Dann erscheint die iibliche Definition als Satz. Auch bei dem
neuen Vorgehen erhdlt man leicht die grundlegenden Potenz-
regeln bEts= b’ -b® und bt'r= (btf Das ist fiir die erste dieser

Regeln in Fig. 8 angedeutet,
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Nun lassen sich (IIa) und (IIb) verallgemeinern zu der Regel

(II) Zur r-fachen Zeit gehdrt immer die r-te Potenz des

Wachstumsfaktors.

Sie bildet die Grundlage fiir den rechnerischen Umgang mit

Wachstumsfaktoren, wenn ein Taschenrechner mit xY-Taste zur

Verfiigung steht, und zwar in weitgehender Analogie zur soge-
nannten SchluBrechnung (Dreisatzrechnung). Formeln werden hierbei
noch nicht benutzt.

Erst danach stellen wir die Funktionsgleichung einer (exponen-
tiellen) Wachstumsfunktion f auf: Wir setzen £(0) = a und be-
zeichnen den zur Zeitspanne 1 gehdrigen Wachstumsfaktor mit b.
Dann ist %'f ebenfalls eine Wachstumsfunktion, die nun durch (0;1)
und (1;b) geht. Nach der Einfiihrung von bt folgt-% £(r)=B. Jede
(exponentielle) Wachstumsfunktion ist also von der Form

t

£(t) = a-b®, wobei a,b € R' .

Umgekehrt ist jede solche Funktion (von R in:R+) wegen der
ersten Potenzregel natiirlich eine Wachstumsfunktion. Im Fall
a = 1 sprechen wir von einer Exponentialfunktion (im engeren

Sinne). Im folgenden sei stets b * 1 vorausgesetzt.

An dieser Stelle - spitestens aber in einem Analysis-Vorkurs in

der siebenten Klasse - sollten die Schiiler sich ein wenig im
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Umgang mit Funktionsgraphen iiben: Welche geometrische Bedeutung hat
der Koeffezient a in der Funktionsgleichung? Es ist wohl bekannt:
Der Graph der Exponentialfunktion t » bt geht durch "vertikale

Streckung" (Streckung senkrecht zur ersten Achse) mit dem Faktor a
in den Graphen von t » a-bt Uber. Wie wirkt sich nun aber eine
horizontale Streckung (Streckung senkrecht zur zweiten Achse) mit
dem Faktor k aus? Sie i{iberfiihrt t m bt in die Funktion t H'bé,

d.h. nach der zweiten Potenzrege}: in die Exponentialfunktion
t » ¢t mit der neuen Basis ¢ = b¥, Und offensichtlich erhilt man,
wegen der Bijektivitdt der Exponentialfunktionen, jede Basis

c € RI™\{1} durch eine und nur eine passende Streckung mit k € R ~{0}
Also: Horizontale Streckung bedeutet Basisdnderung, und umgekehrt.

Dieser Sachverhalt ermdglicht eine normierte Schreibung aller

Wachstumsfunktionen mit einer festen Basis, etwa 2. Die Funktion

t e a-bt entsteht aus t » a-2t durch horizontale Streckung mit

dem Faktor d, der jetzt gerade die Verdoppelungszeit(bzw. Halbie-

rungszeit) bedeutet, die ja zur Beurteilung und liberschlagsmdBigen
Behandlung konkreter'Wachstumsprozesse so wichtig ist.
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Fig. 9

Will man d zu gegebener Basis b rechnerisch (statt zeichnerisch
am Graphen) bestimmen, so muB man die Gleichung bd = 2 oder
2*:= b nach d aufl8sen. Dies motiviert in sehr natiirlicher Weise

die Einfiihrung des (Zweier-) Logarithmus. An dieser Stelle geniigt

aber auch eine Tafel der Funktion x & Zx.
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In weiterfilhrenden wissenschaftlichen Darstellungen verwendet man
bekanntlich statt der Basis 2 die Basis e. Ihre Einfiihrung sollte

dem Analysisunterricht vorbehalten bleiben. Erst dort ist eine

natiirliche Begriindung méglich, auf die wir sogleich zu sprechen

kommen.

Zuvor mdchte ich einige allgemeine Bemerkungen iiber das Spiral-

prinzip, das in der Substanz natiirlich nicht neu ist, ein-
schieben. "Spirale" ist hier im Sinn von "Schraubenfeder" zu
verstehen. Das Prinzip besagt, daB man die Behandlung eines
Gegenstandes schon auf sehr tiefem Niveau beginnt ( ja "vor-
wegnimmt") und dann immer wieder, jeweils auf hdherem Niveau,

aufgreift. Dabei ist es von Anfang an wichtig, nichts zu ver-

filschen, nichts zu verbauen und den Schiiler offen 2zu halten filr

die spidtere Wiederaufnahme des Themas. Dies diirfte bei der hier
vorgeschlagenen Behandlung von Wachstumsprozessen gewdhrleistet
sein. Dieses konkrete Beispiel liefert zugleich eine mdgliche
Begriindung des Spiralprinzips: Schiiler sollen wichtige Gegen-
stidnde méglichst friih kennenlernen, wofir auBer inhaltlichen

auch lerntheoretische Gesichtspunkte sprechen.

Ein Beispiel fiir die Beachtung des Spiralprinzips ist auch die

vorgeschlagene Ausgliederung einer abschlieBenden Definition

bzw. eines Existenznachweises fiir den Begriff "Exponential-

funktion".1 Wenn hiernach mdglicherweise nicht jeder Schiiler

offen bleibt fiir eine spdtere Wiederaufnahme des Themas auf
h8herem Strengeniveau, so halte ich dies angesichts der inhalt-
lichen Bedeutsamkeit des Gegenstandes fiir verantwortbar. - Ein
'Gegenbeispiel" scheint mir die heute iibliche Behandlung des
Eulerschen Polyedersatzes schon in der Grundschule (Volksschule)
zu sein: Hier wiirde ich die Gefahr, daB die Schiler filir eine
spitere, adidquate Behandlung des Gegenstandes "verdorben" werden,

nicht in Kauf nehmen.

]

In diesem Sinne habe ich ein eigenes Prinzip fir die Konstruktion
mathematischer Lehrginge etwa wie folgt formuliert: Man bevorzuge
solche Wege, die ein stellenweises Ausgliedern von Beweisen er-
m8glichen, ohne da8 der ganze Aufbau zusammenbricht. Hierzu und
fiir weitere Beispiele siehe A. Kirsch, Aspekte des Vereinfachens
im Mathematikunterricht, DdM 5 (1977), Heft 2, S. 87-101.
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ttbrigens sollte die spdter erforderliche Revision bei der Wahl
einer ausgezeichneten Basis der Exponentialfunktionen nicht als
Mangel unseres Vorgehens gesehen werden und bedeutet keinen Ver-
stoB gegen das Spiralprinzip. Wollte man bestrebt sein, jeden
Begriff gleich so einzufilhren, daB er nie mehr revidiert werden
muB8, so widersprdche dies auch dem Vorgehen in der wissenschaft-

lichen Forschung; darauf hat kiirzlich R. Fischer ausdriicklich

hingewiesen. Mit anderen Worten: Die Beachtung des Spiral-
prinzips beim Lernen von Mathematik entspricht zugleich einem
Wesenszug der Mathematik selbst.

Siebente und achte Klasse (letzte beide Jahre der Oberstufe)

Jetzt wdre der Zeitpunkt fiir eine formale Fassung der (bisher

nur verbal benutzten) Funktionalgleichung gekommen. Ich gebe

eine solche Fassung kurz an und weise hin auf den kleinen
Unterschied zwischen dieser Funktionalgleichung (links), welche
die exponentiellen Wachstumsfunktionen kennzeichnet (unter allen
monotonen Funktionen von R in:Rf), und der bekannten Funktional-
gleichung filir die Exponentialfunktionen im engeren Sinne, als
Isomorphismen von (R ,+) auf (R +, °):

(exponentielle) Wachstumsfunktionen: Exponentialfunktionen (im engeren Sinne) :
_ fE(s) " .
f(t+s) = £(t) £(0) f(t+s) = £(t)-£(s)

A. Engel hat bekanntlich zahlreiche interessante Anwendungen der
Funktionalgleichung fiir den Unterricht vorgeschlagen.

Wichtiger als dieser zweifellos bedeutsame Gegenstand ist aber,
daB die Schiiler in der Differentialrechnung die Ableitung der
Exponentialfunktionen und sogar die Differentialgleichung kennen-

lernen - auch in mathematischen Minimalkursen. Eine Beschrdnkung

der Differentialrechnung etwa nur auf rationale oder Wurzelfunktionen
erscheint mir nicht verantwortbar. Selbst bei extremem Zeitmangel
kann man, wie ich nun mit W. Blum zeigen méchte, durch bewuBtes
Ausgliedern eines genau lokalisierten Existenznachweises ganz

rasch zum Kern der Sache vorstoBSen und damit auch wichtige neue

Anwendungen erschlieBen.




Als Voraussetzung geniigt, daB die Schiiler die Exponential-

funktionen in der beschriebenen Weise kennengelernt haben:

(1) Fiir b € RY, x € R ist b € R wohldefiniert;

(2) es gilt b*YY = p*.p¥ und ¥ = BHY;

(3) fir b # 1 ist x » b* eine streng monotone Funktion

von R auf 1R+.

Ferner: horizontale Streckung des Graphen entspricht Basis-

wechsel; die Umkehrung von x = b* heiBt blog.

Nun zur Ableitung der Exponentialfunktion x » b*: Die Sekanten-

steigung zu x und x + h ist bx+h_bx " bh_1
——— = Db ¢ —_—,
h h
also bei festem h proportional zum Funktionswert. Hier
zeichnet sich das wesentliche Ergebnis schon ab. Nun stellt

sich die Frage:
h
Existiert 1lim QH:l ? D.h. hat die Funktion an der Stelle O eine

Tangente?

Wir nehmen hierzu ohne Beweise als einleuchtend an:

Die Funktion x = bX (b#1)

h
besitzt bei O eine Tangente: 1lim bh-1 m (#0),

und sie

verlduft oberhalb von dieser: bx > 1+mx fiir alle x # O.

(Folglich verl&duft die Tangente oberhalb von keiner anderen Ge-
raden durch (0: 1)).

Auch die DMV in ihrer Denkschrift zum Mathematikunterricht
fordert "nicht Beweise aller dieser Tatsachen"; sie spricht
ibrigens sofort von "der" Tangentensteigung, ohne die Existenz
zZu problematisieren. — Der Mathematiker fiihlt sich natilirlich
herausgefordert, diese unbewiesenen Annahmen zu reduzieren. In
der Tat folgt mit etwas Vorkenntnissen (oder Milhe) z.B. aus

der ersten Teilannahme die zweite und aus der zweiten die erste‘.

1Die zweite (und damit die erste) Teilannahme 148t sich auch
direkt aus unseren Voraussetzungen (1) bis (3) folgern. Hierzu:
G. Pickert, Analysis in der Kollegstufe, MU 22(1976), Heft 5,
S. 64-81; ferner W. Blum und A Kirsch, loc.cit.
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Ich betone aber mit W. Blum: Das wesentliche Problem (fiir den
Schiiler, fir jeden Anwender) ist nicht die hier ausgegliederte
Existenz, sondern die Frage nach dem zahlenmdBigen Wert der

Steigung m, d.h. nach der Berechnung dieser Zahl.

Dieser Frage wenden wir uns jetzt zu. Erste, zeichnerische Be-

stimmungsversuche liefert die nebenstehende

Tabelle und damit die Uberzeugung: Es b m
muB eine ganz bestimmte Basis geben, und 2 ~0 , 7
zwar in der Nihe von 2,7, fir welche 3 1,1
die Tangente bei O genau die Steigung 1 ? 1
hat. ~2,7

Wir definieren nun e als diejenige Zahl, filir welche (als Basis
genommen) die Tangentensteigung bei O genau 1 ist, d.h. fir
welche gilt:

ex > 1+x fir alle x # 0.

Dies rechtfertigen wir durch die folgende Uberlegung:

Hat x » b> an der Stelle O die Tangente x = 1+mx, so liefert die
horizontale Streckung mit dem wohlbestimmten Faktor m eine, und
offen?ar die einzige Exponentialfunktion, eben x » e* (mit

e = b® , welche die Tangente x » 1+x ( an der Stelle 0O) hat.

&x i (e“‘)r

Streckung
horizontal
mit m

Streckung
mit =

Fig. 10
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Nach dem Vorangehenden erkennen wir iibrigens sofort:

x » ™ hat die Ableitung x v m-e™ |

Um den zu vorgegebenem b gehdrigen Wert m zu berechnen, setzen
. . m
wir voraus, e sei schon bekannt und erhalten aus e = b,

sofort m = %gg—g 6=1h1b).2 Damit erhalten wir das Ergebnis:

X : . log b X
X » b™ hat die Ableitung x » Iag_g I o i

Offenbar ist es zweckmiBig, b* jetzt in neuer Normalform:

m .
e x’ mit Basis e , zu schreiben.

Die bisher zuriickgestellte numerische Bestimmung von e

schlieBlich wird deshalb besonders einfach, weil wir e nicht

mehr definieren, sondern nur noch berechnen miissen:

Grundidee: 1
Fiir groBe n ist e® ~ 1+% (lineare Approximation!),
"also" e ~(1+%)“ N 2,72,
Korrekte Ausfilhrung:
1
n 1 1. n
Fiir n,meNgilt e > 1+H' also e > (1+H) "
1 1
- = 1 m
m = m _ m .m
sowie e > 1 ~ also e <« : - e < (E:T) "
1—_
m
1 n+1 6
also mit m = n+l: e < (1+H) (also insbesondere e < 1,2 < 3).

1,n 1
< (1+H) s (1+H)

Es folgt (1+%)n < e
LS 5! e
e < (1+H) - =
1.n , 3
e < (1+H) + ;1- (fir n > 5),
also e = lim (1+l)n "
n
n-oo

2Die Steigung m zur Basis 2 148t sich schon mit Hilfe der Tafel
der Zweierpotenzen bestimmen, aus e™ = 2, d.h.| 2™ = @&,
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Mit einem 8-stelligen Taschenrechner, der *“hinten abschneidet",
erhdlt man so bei einigem Geschick (mit n = 1024):

2,716 < e < 2,721,

Nun zur Differentialgleichung f' = kf, d.h. f' - kf = 0 (mit Df=IR):

Nach dem Vorangehenden finden wir die Ldsung f(x) = ekx,

auch a-ekx, sofort durch Erinnern an die merkwiirdige Ableitung
der Exponentialfunktionen, nicht etwa in zeitlich aufwendigem
"genetischen Vorgehen" durch Konstruieren! An dieser Stelle mdchte

ich ausdriicklich betonen: Zur schulgem&dBen Einfiihrung der

Exponentialfunktion mit Basis e halte ich weder die Differential-
gleichung, noch den Grenzwert r]f-}f;no (1+-:{T)n (wombglich im Zusammen-
hang mit der sogenannten stetigen Verzinsung), noch gar die Reihen-
entwicklung fiir den geeigneten Ausgangspunkt.

Geschult durch die Gleichungslehre, méchte man nun die Menge

aller Ldsungen iiberblicken: Ist g irgendein Element dieser Menge,

so hat die Funktion x +> LX)l die Ableitung identisch Null, ist also
e

konstant, etwa gleich a. (Hier sind die Quotientenregel und etwas
tiefergehende Analysiskenntnisse erforderlich.) Folglich gilt

g(x) = a-ekx mit a € R. D.h. die L8sungen der Differentialgleichung
sind, wenn man sich auf Funktionen mit Wertebereich,]R+ beschrédnkt,

genau die (exponentiellen) Wachstumsfunktionen.

Durch G. Pickert wurde angeregt, da8 man - schon um der Analogie
zu den linearen Gleichungssystemen willen - auch auf die inhomogene
Differentialgleichung £' - kf = ¢ (k # O) eingehen sollte. Hat man
eine spezielle L8sung dieser Gleichung geraten, hier sofort die

konstante Funktion‘fo = - % , so erhdlt man bekanntlich alle
Lésungen f durch Addition einer beliebigen L&sung der homogenen
Gleichung; also f(x) = a-ekx - % .

Damit sind den Schiilern zahlreiche wesentliche Anwendungen zu-

gidnglich geworden. Der Kiirze halber beschrdnke ich mich auf das
eine Beispiel der Temperaturanpassung, WO man auch ohne viel
Physikkenntnisse den Ansatz der Differentialgleichung als plau-
sible Annahme iiber die Anderungsgeschwindigkeit der Temperatur
akzeptieren wird, um ein Modell fir den tatsidchlichen Verlauf

durchrechnen zu k&nnen:




T' = K- (Tg-T) ; ATE)

T'+KT = KT, also TR I e =
T(t) = ase Kty _,
R
T(o) = a+TR, also
B o il o Ta 4
a =T(0)-Tp = T,-Tp. A

Somit ist T(t) = TR-(TR-TA)e
Fig. 11

Welche Gegenstdnde sind nun geeignet fiir eine mdgliche Vertiefung
in der obersten Gymnasialklasse: begriffliche Prdzisierung oder

aber weitere, anspruchsvollere Anwendungen? Die iibliche Prizi-
sierung der Definition der Exponentialfunktionen ist bekannt:
Man definiert den e-Logarithmus als Integral iiber % und die
Exponentialfunktion zur Basis e als seine Umkehrfunktion. Wenn
mS8glicherweise bei den Schiilern kein Bediirfnis fiir eine solche
Prdzisierung besteht, so signalisiert dies eine schon erwihnte
Gefahr des Spiralprinzips, die mir hier aber nicht so gravierend
zu sein scheint. Eher schon wiirde ich den Schillern Beweise unserer
beiden ausdriicklich genannten Annahmen {iber das Verhalten von

x v b* an der Stelle O, auf der Grundlage der Vorkenntnisse (1)
bis (3), zumuten.

Wiederholt haben W. Blum und ich fiir schuladiquate Strengeniveaus
im Analysisunterricht pliddiert, die unterhalb des Niveaus der
akademischen Anfdngervorlesungen liegen und trotzdem keineswegs
bloB8e Rezeptvermittlung bedeuten. Auch bei dem hier vorgeschlagenen
Weg wird "anst#ndiges Argumentieren" ermdglicht und gefordert.

S. Seyfferth hat kidrzlich (auf der Klagenfurter Tagung 1976) fiir
Vertiefungen im Oberstufenunterricht explizit die Behandlung an-
spruchsvollerer Anwendungen statt weiterer begrifflicher Pr&zi-

sierung vorgeschlagen.

Zur Herstellung der Anwendungsbezilge sei allgemein betont, daB8 hier
fdcherilbergreifende Gesichtspunkte ins Spiel kommen. Speziell die
Verifikation der Funktionalgleichung (Grundregel) bzw. der Diffe-

rentialgleichung der (exponentiellen) Wachstumsfunktionen er-

-




fordert eine mehr oder weniger anspruchsvolle inhaltliche Ana-
lyse des jeweiligen Sachzusammenhangs - oder gar theoretische
Hilfsmittel der betreffenden Fachdisziplinen. Hierbei lassen sich

verschiedene Typen von Situationen unterscheiden, insbesondere:

(a) Die Gleichung ist eine - pausible oder auch empirisch ge-
stiitzte - Annahme, um auf ihr als Grundlage ein Modell filir den
betreffenden realen ProzeB durchzurechnen.

(b) Die Gleichung ist eine - aus der Analyse der jeweiligen
Situation bzw. aus der betreffenden Gegenstandstheorie heraus -

begriindbare Aussage.

Leider k&nnen wir dies hier nicht weiter verfolgen. Ausdriicklich
erinnere ich nochmals an den verbreiteten Proportionalitdts-

Irrglauben. Entsprechend kdnnte mangelnde Sorgfalt bei der Her-

stellung von Realitdtsbeziigen zu dem Irrglauben filhren, Wachstums- .

prozesse verliefen (von realen Beschrdnkungen abgesehen) not-
wendig exponentiell. Um dem zu wehren, sollte man von vornherein

auch geeignete Kontrastbeispiele behandeln, jetzt also insbe-

sondere reale Beispiele fiir iiberexponentielles Wachstum, wie

etwa das explosive Wachstum einer Population.

AbschlieBend einige allgemein-didaktische Bemerkungen zum An-
wendungsbezug, den wir eingangs als eine Zielvorstellung und
Rechtfertigqung fiir den Mathematikunterricht hervorgehoben haben.
Nach einer Phase der Struktur-Orientierung wird in der gegen-
wdrtigen Diskussion die Anwendbarkeit der Mathematik stdrker
betont, ja mitunter modisch Uberbetont. Folgende extreme Positi-
onen werden dabei vertreten:

- Anwendungen gelten nur als methodisches Mittel (Motivations-

hilfe, Veranschaulichung) fiir die Behandlung mathematischer
Gegenstdnde (Beispiel: G. Papy's "Einkaufsvektoren" zur Ver-
anschaulichung des Begriffs "Vektorraum");

- Anwendungen (und zwar nur reale und fiir Schiller erkennbar "rele-
vante") gelten als einzig legitimer Zweck des Mathematikunter-
richts Uberhaupt (I. Neander, D. Volk u.a.).

Beide Positionen k&nnen zur Begrindung fur eine Anwendungsorien-
tierung des Mathematikunterrichts Beitrdge leisten; als einseitige,
ausschlieBliche Rechtfertigungen fiir den Anwendungsbezug sind
jedoch beide zu verwerfen. Jedenfalls ist die Frage "wozu niitzt
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das?" legitim. Aber auch das Weiterverfolgen eines Problems aus
theoretischem Interesse ist legitim - und nicht nur, weil dies

mitunter sogar zu unerwarteten Anwendungen fihrt. An dieser Stelle

sei nochmals H. Freudenthal, mit einer vielleicht etwas pathetischen

Auﬁerung,zitiert: "... auch die anderen, die die Mathematik nie-
mals anwenden werden, sollen Mathematik lernen, weil sie sie

nétig haben, um ganz Mensch zu sein."

Was schlieBlich den konkreten Gegenstand dieses Vortrags be-
trifft, so dirfte deutlich geworden sein:

Wachstumsprozesse sind ein vorziligliches Mittel zur Motivation,

zur Veranschaulichung, ja zum Gewinn eines tieferen Verstdndnisses
der Exponentialfunktionen - aber sie sind nicht nur ein Mittel,

sondern auch inhaltlich bedeutsam.

Exponentialfunktionen sind ein unentbehrliches Werkzeug zur Be-
schreibung, zum besseren Verstdndnis, zur kritischen Beurteilung

von Wachstumsprozessen - aber sie sind nicht nur ein Werkzeug,

sondern auch flir sich selbst genommen interessant und wichtig.

.




